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МОДЕЛЮВАННЯ ОПЕРАЦІЙНИХ ВИТРАТ НА РИНКУ ОПЦІ-ОНІВ 
 
Головною проблемою, з якою стикається інвестор при купівлі-
продажу цінних паперів та деривативів на ринку, є вірна оцінка 
їх ціни. Від того, наскільки є реальною ця ціна, залежить те, чи 
зазнає збитків інвестор, чи ні. Модель Блека-Шоулза [1], що ви-
значає залежність ціни опціону від спот-ціни базового активу та 
часу, що залишається до кінця дії контракту, є одним із найефек-
тивніших засобів обчислення справедливої ціни опціону. Ця мо-
дель широко використовується в економічній практиці. Проте, як 
і будь-яка базова модель, вона не відображає усіх чинників фун-
кціонування фінансового ринку. Зокрема вона не враховує вплив 
на формування ціни опціону наявності на ринку програмної тор-
гівлі. Модифікація моделі, що усуває цей недолік, розглянута в 
статті [2]. Крім того, класична модель Блека-Шоулза не враховує 
різноманітні операційні витрати, що сплачуються при будь-якій 
торговельній операції з цінними паперами та з деривативами. До 
цих виплат належать: 
а) виплати, що має здійснювати продавець опціону: 
⎯ операційні витрати, пов’язані з біржевою торгівлею опціо-
нами, а саме маржа, яка постійно має бути на біржевому рахунку 
продавця опціону; 
⎯ податки, які мають сплачуватись державі; 
⎯ комісійні, пов’язані з торгівлею базовим активом при ви-
конанні хеджуючих стратегій; 
б) виплати, що має здійснювати покупець опціону: 
⎯ податки, які мають сплачуватись державі; 
⎯ комісійні, які сплачуються брокеру при виконанні операцій 
з опціоном. 
Розглянемо ці витрати більш докладно. Надалі позначимо: К — 
ціна виконання опціону, С0 — початкова премія, що сплачується продавцю опціону на одиницю базового активу в момент укладан-
ня угоди, Т — строк дії опціону, Х0 — спот-ціна базового активу в початковий момент часу t = 0 (в момент продажу опціону), ХТ — спот-ціна базового активу в кінцевий момент часу t = Т (в момент 
реалізації опціону) 
Маржа. Більшість опціонів обертаються на біржовому ринку, 
який має забезпечувати виконання зобов’язань продавцем опціо-
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ну. Тому біржі ввели спеціальну систему захисту інтересів поку-
пців опціону — вони встановили певні умови щодо застави. 
Більш того, якщо торгівля ведеться через брокерські фірми, самі 
фірми встановлюють ще жорсткіші вимоги щодо забезпеченості 
опціону. Система визначення маржі є досить складною, але в 
спрощеному вигляді вона визначається так [3]: 
1) для опціону на купівлю: 
⎯ якщо виписується покритий опціон (тобто у продавця оп-
ціону вже є достатня кількість базового активу), продавець вно-
сить не грошову заставу, а заставу у вигляді необхідної кількості 
основного активу, яка під час дії опціонного контракту знахо-
диться в брокерській фірмі. Крім того, він може зняти з рахунка 
премію за опціон; 
⎯ якщо виписується непокритий опціон, то сума гарантійно-
го внеску p0, що вноситься в момент часу t = 0, обчислюється та-ким чином: 
p0 = max {С0 + 0.2X0 — max{0, K − X0}, С0 + 0.1X0} = С0 + 0.1X0 
 max {0, 0.1X+
p
0 — max {0, K − X0}}. 
Оскільки частину її становить отримана премія С0 (яка збері-гається в цьому випадку на рахунку продавця), то продавцю до-
датково необхідно вносити лише 0.1X0 + max {0, 0.1X0 — max {0, 
K − X0}}. 
2) для опціону на продаж: 
⎯ якщо опціон покритий (тобто на рахунку продавця є гро-
шові кошти або інше забезпечення, вартість якого становить ціну 
виконання), то гарантійного внеску робити не треба, а премія 
може бути знята продавцем з рахунка; 
⎯ якщо опціон непокритий, то премія С0 має залишатись на рахунку, і крім цього, продавцю необхідно внести на рахунок су-
му, що дорівнює  
0.1X0 + max {0, 0.1X0 — max{0, X0 − K}}. 
Тобто на рахунку має знаходитись сума 
0= max {С0 + 0.2X0 — max{0, X0 − K}, С0 + 0.1X0}. 
Зауважимо, що обчислення маржі ускладнюється у випадку 
більш складних операцій з фінансовими активами (різного типу 
зустрічних, офсетних угод). Крім того, розмір маржі зменшується 
у випадку опціонів на біржові індекси, оскільки вони є стабіль-
нішими. 
Податки, що сплачує продавець. Оподатковується згідно з 
нормативами загальний дохід + прибуток (– втрати) в результаті 
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продажу опціону. Цей прибуток для продавця визначаться насту-
пним чином: 
1) для опціону на купівлю: 
⎯ якщо опціон виконується (тобто XT > K), продавець споча-тку купує базовий актив (− XT) та поставляє його за опціоном 
(+К). Враховуючи те, що продавець при укладанні контракту 
отримав премію С0, його виграш становить С0 − XT + K; 
⎯ якщо опціон не виконується (тобто XT ≤ K), то жодних операцій з основним активом не здійснюється і виграш продавця 
дорівнює премії С0. У загальному випадку прибуток продавця опціону становить  
С0 — max {0, XT − K}. 
2) для опціону на продаж: 
⎯ якщо опціон виконується (тобто XT < K), то продавець за опціоном купує базовий актив (− К), продає його (+ XT), і врахо-вуючи премію С0, його виграш становить С0 − K + XT; 
⎯ якщо опціон не виконується (тобто XT ≥ K), чистий дохід продавця дорівнює премії С0. У загальному випадку прибуток продавця опціону становить 
С0 — max {0, K − XT }. 
Комісійні за базовим активом. При виконанні певних страте-
гій торгівлі базовим активом з метою страхування ризиків, влас-
тивих продажу опціону, продавець має сплачувати фінансовому 
посереднику деякі комісійні, розмір яких, як правило, залежить 
від обсягу купленого/проданого активу. 
Податки, що сплачує покупець. Прибуток, який має оподат-
ковуватись, розраховується у такий же спосіб, як і для продавця 
опціону, але він має протилежний знак. 
Комісійні за опціоном. Комісія сплачується брокеру як фінан-
совому посереднику при будь-якій операції з опціонами (куплі, 
продажу, перепродажу). Зауважимо, що комісія за опціонами як 
правило є меншою, ніж комісія з торгівлі цінними паперами, і її 
величина певним чином залежить від обсягу проведеної операції. 
Модель, яка пропонується в даній статті, була отримана на ос-
нові моделі, побудованої Г. Пацеллі, М. К. Реччіоні та Ф. Зіріллі 
[4] для опціонів, в основі яких лежать декілька активів із різними 
цінами реалізації. Як базовий актив будемо розглядати акції. Мо-
дель будується з точки зору продавця опціону. Розглянемо опе-
раційні витрати продавця опціону — маржу, податки та комісій-
ні. Оскільки маржа — це певний вид застави, то вона знаходиться 
 171
на спеціальному рахунку на біржі на умовах поворотності у разі 
виконання продавцем зобов’язань за опціоном. Тому цей тип 
операційних витрат не впливає на формування ціни опціону. 
Оскільки податки нараховуються після здійснення опціонної 
угоди, вони також не впливають на ціну опціону і тому не врахо-
вуються при побудові моделей. Лише комісійні, що постійно 
сплачуються (тобто ніколи не повертаються назад до продавця) 
фінансовим посередникам при проведенні будь-якої торговельної 
операції з базовим активом за їхньою допомогою, впливають на 
ціну опціону. Зауважимо, що приріст цих виплат пропорційний 
абсолютній величині приросту кількості акцій, за операцію з 
якими сплачуються комісійні. 
Будемо розглядати дифузійну модель ринку, тобто ринку, на 
якому обертаються облігації з ціновим процесом {Bt, t ≥ 0} та ак-ції з ціновим процесом {Xt, t ≥ 0}, що підпорядковуються насту-пним рівнянням: 
dBt = rBt dt,  (1) 
dXt = μXt dt + σXt dWt, (2) 
де {Wt, t ≥ 0} — стандартний броунівський рух; r, μ, σ ≥ 0 — де-які сталі, r — процентна ставка за облігаціями; μ — коефіцієнт 
росту, σ — коефіцієнт волатильності, що характеризує ціновий 
процес акцій. Припустимо, що за акціями не сплачуються ніякі 
дивіденди при 0 ≤ t ≤ T. 
Нехай в момент часу t = 0 укладається опціон на купівлю єв-
ропейського типу. Продавець отримує премію С0, що становить вартість опціону в початковий момент часу, та на її основі будує 
портфель π0 = (β0, γ0), тобто інвестує суму С0 в β0 облігацій та γ0 акцій. В процесі безперервної торгівлі активами в момент часу t 
продавець опціону тримає деякий портфель πt = (βt, γt) вартістю 
Πt = βtBt + γtXt (3) 
і при цьому комісійні, що безперервно нараховуються, станов-
лять Аt. Протягом цього проміжку часу [0, Т] ціна опціону, що формується при його перепродажу, становить Ct в момент часу t. Нехай існує деяка достатньо гладка функція C(x,t): 
Ct = C(Xt,t). 
Перед продавцем опціону постають два запитання: 
1) якою має бути початкова премія С0? 
2) якими мають бути коефіцієнти β t і γt в кожний момент часу дії опціонного контракту t∈[0,Т], щоб ΠT = f(XT) для деякої заздале-
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З припущення відсутності арбітражних можливостей та мож-
ливості формування портфеля, яким можна відтворити опціон (ці 
припущення лежать в основі всіх моделей оцінки опціонів), ви-
пливає, що 
∀t ∈ [0,T] П t = Ct i dПt = dCt. (4) 




























22 , (5) 
dПt = β t dBt + Bt dβt + γt dXt + Xt dγt. (6) 
Оскільки в нашому випадку в кожний момент часу t відбува-
ється сток капіталу Аt у вигляді операційних витрат, то умова са-мофінансованості портфеля із споживанням набуває вигляду [5]: 
Bt dβt + Xt dγt + dAt = 0, 
де dAt — операційні витрати, що сплачуються при торговельній операції будь-якого типу (або купівлі, або продажу активу) на су-
му dγt. Припустимо, що операційні витрати є пропорційними кіль-кості проданого або купленого базового активу (з економічної то-
чки зору саме така ситуація більш відповідає дійсності), тобто 










Xd ttt  
і функція k(t) є додатньою. Ця вимога обґрунтовується тим, що 
операційні витрати (в даному випадку комісійні) виплачуються 
як при купівлі, так і при продажу опціону. Припустимо, що 
0     ,)( >λλ= dttk  
для того, щоб була можливість безперервно у часі хеджувати опціон. 
Тоді умова самофінансованості із споживанням набуває вигляду: 
0=γλ+γ+β dXdtdXdB ttttt . 
Звідси 
.0=γλ−γ+β=Π dXdtdXdBd tttttt  (7) 
Підставляючи (5) та (7) в (4), отримаємо: 
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Прирівнюючи коефіцієнти при dWt, отримаємо звичайну стра-тегію хеджування 



















CXd tt  
З (3) та (4) випливає: 






Прирівнюючи коефіцієнти при dt в (8) і враховуючи співвід-
ношення (9—11), отримаємо, що функція C(x,t) ціни европейсь-
кого колл-опціону, за яким сплачуються операційні витрати, за-
довольняє рівняння: 
































Зауважимо, що коли операційні витрати відсутні, тобто коли λ 
= 0, ми маємо класичне рівняння Блека-Шоулза. Крім того, за-
значимо, що класичне рівняння Блека-Шоулза та нелінійне рів-
няння Блека-Шоулза із зворотнім зв’язком [6] не залежать від то-
го, з точки зору кого — продавця чи покупця — ми виводимо їх. 
У випадку моделі, що враховує операційні витрати, вигляд рів-
няння залежить від того, з точки зору кого ми будуємо модель. 
Ми одержали рівняння (12) з точки зору продавця. Якщо розгля-
нути модель з точки зору покупця опціону, в рівнянні (12) необ-
хідно замінити λ на −λ. 
Таким чином, одержана кінцево-крайня задача для обчислення 
ціни європейського опціону на продаж, коли сплачуються опера-
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Відзначимо, що граничні умови задачі (13) є тими ж самими, 
що і в класичній моделі Блека-Шоулза, і в нелінійній моделі Бле-
ка-Шоулза із зворотнім зв’язком. Це обґрунтовується тим, що ці 
умови відображають економічні властивості ціни опціону, а тому 
не залежать від самої моделі. 
Нами було отримане точне розв’язання цієї задачі — функція  
(14)                        , )2 ;,(),( 2 λσ+σ=λ txCtxC BS  













































На основі вартості опціону хедж-портфель визначається на-
ступним чином: 



























C rt  
)2;,( 211 λσ+σ=
λ txdd . 
Похідна функції Cλ завжди є додатньою величиною, тому ця 
функція є монотонно зростаючою по λ, тобто, при збільшенні 
операційних витрат збільшується ціна опціону. Функції γλ та βλ 
мають ті ж самі властивості, що і в класичній моделі, тобто при 
великих значеннях ціни активу питома вага базового активу в 
хедж-портфелі є близькою до 1 (тобто портфель майже повністю 
складається з активу), а при малих значеннях ціни активу порт-
фель має складатися в основному із облігацій.  
Зауважимо, що різниця між значеннями Cλ та CBS з часом 
(тобто при t→T) зменшується, але вона є відчутною в момент 
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укладання угоди при t = 0. Крім того з’ясувалось, що вплив опе-
раційних витрат зростає при зростанні строку дії опціону Т, ціни 
реалізації К, волатильності σ та самих операційних витрат λ, і 
лише при зростанні безризикової ставки r цей вплив зменшуєть-
ся. Все це приводить до висновку, що вплив операційних витрат є 
таким, що ним не можна нехтувати, особливо враховуючи те, що 
при великих обсягах торгівлі навіть невеликі значення корекцій 
Cλ − CBS суттєво впливають на кінцевий результат. Тому, якщо при укладанні угоди продавець опціону не врахує операційні ви-
трати, що їх він має сплачувати в майбутньому при здійсненні 
операцій з активами хедж-портфеля (тобто продасть опціон за ці-
ною CBS, яка є нижчою від реальної ціни Cλ), то він може зазнати збитків, тому що на основі замалої суми не зможе сформувати 
необхідний хедж-портфель. Запропонована модель дозволяє уни-
кнути цього, оскільки надає можливість правильно оцінити опці-
он за допомогою врахування «ціни» виконання продавцем опціо-
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